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INTRODUÇÃO 

O estudo local das funções adoita-se abordar depois de ter estabelecido a  
mecânica operativa da derivação de todo tipo de expressões, e nunca antes dum 
penoso treinamento no que o aluno deve lidar com objectos de variada 
complexidade onde não faltam logaritmos, razões trigonométricas directas e 
inversas, raízes, exponenciais, produtos e quocientes. 

Mas no momento de começar o estudo das gráficas com ajuda do cálculo 
diferencial, é necessário descer a um tipo de funções mais exequíveis para que a 
dificuldade na búsca das sucessivas derivadas, não obscureça os novos 
objectivos que agora se perseguem. 

Naturalmente a função polinómica devém idónea: o aluno mais torpe acha 
logo todas as derivadas de qualquer ordem. Se a busca dos pontos de interesse 
require a resolução de equações algébricas de não mais que 2º grau, também a 
há completar com êxito. Se alguma delas for de 3º grau ou superior, só poderia 
ressolvé-la quando as raízes e os coeficientes forem números racionais. E aqui 
radica a dificuldade para o professor, na geração de funções polinómicas cujos 
máximos, mínimos e pontos de inflexão tenham coordenadas racionais. 

Os polinómios quadrático e cúbico não ocasionam este tipo de problema, 
mas a sua representação gráfica deixa aginha de ser surpresa, e insistir neste 
tipo de exercícios termina aborrecendo ao aluno: só existem um tipo de párabola 
e dois de cúbica. Ademais a busca dos zeros racionais dum polinómio mediante 
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tenteio, é em sí mesma uma prática interessante que refresca conhezimentos 
adquiridos anteriormente. 

As quárticas cobrem já todas estas necessidades didácticas, e apresentam 
uma certa riqueza de formas, pois existem sete tipos essencialmente diferentes, 
de modo que o resto deste travalho limitar-se-á a apresentar um método para 
produzir polinómios de 4º grau com pontos de interesse de coordenadas 
racionais, podendo-se eleger a priori o tipo de gráfica que o professor desejar. 

Quando se lhe demanda ao alumno que realize o estudo completo duma 
função, este deve desenhar a gráfica, para o qual deverá conhezer grande cópia 
de pontos dela. Então o professor lembrar-lhe-á o uso  do Teorema do Resto e a 
Regra de Ruffini, para calcular os valores numéricos dos polinómios. Também 
seria utilíssimo ensinar-lhe a utilizar a calculadora com este fim (nen sequer é 
necessária uma calculadora científica). Concretamente, para a função 
polinómica  f(x) = anxn + …+ a1x + ao  , o cálculo de f(b) efectua-se mediante 
a sequência: 
 
 b Min x an + an-1 = 
   x MR + an-2 = 
   x MR + an-3 = 
   … … … … … 
   x MR + ao =  
e a pantalha luz o valor buscado. 

POLINOMIOS DE 4º GRAU. COORDENADAS REAIS 

Um polinómio de 4º grau com coeficientes inteiros ou racionais: 
f(x) = Ax4 + Bx3 + Cx2 + Dx + E  pode-se escrever: 
f(x) = x4 + bx3 + cx2 + dx + e   e as derivadas 1ª e 2ª, serám: 
 
 f´(x) = 4x3 + 3bx2 + 2cx + d = 4(x-m)(x-p)(x-q)       (I) 
 f´´(x) = 12x2 + 6bx + 2c = 12(x-v)(x-w)       (II) 

derivando o 2º membro de (I) e igualando-o ao de (II): 
 3(x-v)(x-w) = (x-p)(x-q) + (x-q)(x-m) + (x-m)(x-p)         (III) 

Esta identidade de polinómios de 2º grau, equivale a tantas equações como 
resultem de igualar os seus coeficientes: 
   -3(v+w) = -2(m+p+q)          (IV) 
   3vw = pq + qm + mp        (V) 
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Para obter a solução geral do sistema, devemos atribuir valores arbitrários 

a três das cinco incógnitas, resultando assim um sistema de duas equações e 
duas incógnitas. 

Queremos achar as soluções racionais, para o qual este sistema deve ser 
de equações lineares: as incógnitas não poderám ser duas que na equação (V) 
formem monómio de 2º grau. Deverám, então, ser raízes de derivadas 
diferentes, por exemplo q e w.  

Para o cálculo, o caminho mais curto, é: 
1º) Substituir en III) x por v [ponho k = (m+p) / 2] : 

  q = v + 
(v-m)(v-p)

2(v-k)
     (VI) 

 2º) Substituir en (III) x por k: 

  w =  k - 
(m - p)
12(v-k)

2

     (VII) 

A liverdade na escolha de m, p e v, fica unicamente restricta pela 
condição de que non se anule o denominador en (VI) - (VII) (portanto deve non 
ser v = k), excepto no caso em que também se anulen os numeradores de ambas 
as fórmulas, é dizer, quando v = m = p ( = k ). 

Quando isto último acontece, não valem as fórmulas (VI) nem (VII), por 
carecerem de sentido, mas resulta fácil regressar ao sistema (IV) - (V) e 
substituir (agora uma das equações é desnecessária), resultando: 

w =  
1
3
  (v + 2q)  q = arbitrário  (v = m = p)

 (VIII) 
As fórmulas anteriores dam lugar a três tipos diferentes de quárticas: 

1º Tipo. Três extremos e dois pontos de inflexão 

Elegem-se tres valores racionais m, p, v cumprindo:  

a) m ≠p     b) v≠k   c) v≠k±(m-p)/6 [se nom, seria: q=w=p (ou =m): tipo 3º] 

então (VI) e (VII) fornecem q e w. Os coeficientes do polinómio, são: 
A = 6(v-k)   C = 36(v-k)vw 
B = -12(v-k)(v+w)  D = -24 mpq(v-k) E = arbit. 

2º Tipo. Um extremo localmente recto 
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Se nas fórmulas (VIII) fazemos q = v = m = p resulta também q = w e 

todos os pontos especiais reduzem-se a um único extremo. Os polinómios deste 
tipo, tenhem a forma : 

  A(x-q)4 + E   (com q, A e E arbitrários) 
 

3º Tipo. Um extremo e dois p. de inflexão, um deles horizontal 

É o que acontece quando q é diferente de v ( = m = p ) nas fórmulas 
(VIII). Os coeficientes venhem dados pelas fórmulas: 

A = 3 B = -4(2p+q) C = 6p(p+2q) D = -12p2q E = arbit. 
(q e p arbitrários, mas diferentes) 

3. POLINOMIOS DE 4º GRAU. COORDENADAS COMPLEXAS 

Os tipos anteriores são todos os que podem apresentar-se com raízes 
exclusivamente reais para as derivadas 1ª e 2ª, que, naturalmente, não esgotam 
todos os casos possíveis. Não se trata de que o aluno considere pontos com 
coordenadas complexas: para ele simplesmente não haverá extremos ou pontos 
de inflexão quando o discriminante da sua equação resultar negativo. 

Quando as raízes da derivada 1ª são todas reais, também o serám as da 
derivada 2ª, pois o sistema (IV) - (V), para m, p e q números reais dados, da 
lugar à equação quadrática, cujas soluções são v e w: 
 

 v2 - 2
3

(m+p+q) v + 1
3

(pq+qm+mp)=0    (IX) 

com discriminante: 
 

 (m+p+q)2 -3(pq+qm+mp)= 1
2
[(m-p)2 + (p-q)2 + (q-m)2 ]≥0 (X) 

Se m e p fossem complexos conjugados, q teria que ser necessariamente 
real, mas agora o discriminante anterior poderia ser negativo, positivo ou nulo, o 
qual fornece, em princípio, três novos tipos diferentes. Analisaremos primeiro o 
caso em que v e w sejam reais e diferentes. 

4º Tipo. Um extremo e dois p. de inflexão oblíquos 

Para este caso consideraremos v, w e q como números reais dados e os 
valores complexos m e p, como incógnitas. Para que resultem verdadeiramente 
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complexos, teremos que limitar-nos a valores de q não compreendidos entre Σ - 
δ e Σ + δ, sendo 

Σ = (v+w)/2  δ = v-w 
pois o sistema  (IV) - (V), para v, w e q números reais dados, conduz à 

seguinte equação quadrática em x, cujas soluções são m e p: 

x2+ (q2-3Σq + 3vw) = 0  cujo discriminante é    ∆ = δ2 - (q-Σ)2 
Os coeficientes do polinómio virám dados pelas fórmulas: 

A = 1    B = -2(v+w)     C = 6vw    D = -4q3 - 3Bq2 - 2Cq       E = arbit. 

(v, q, w números racionais que devem cumprir:  v ≠ w e q [Σ - δ, Σ + 
δ] ) 

5º Tipo. Um extremo é um ponto recto com curvatura mínima 

Chamarei ponto recto àquele onde a curva é localmente recta do qual 
resulta que a derivada 2ª é nula. (A curvatura vale  y’’/ [1 + (y’)2]3/2). Se a 
derivada 3ª também é nula nesse ponto, valerá zero a derivada da curvatura mas 
não a sua derivada 2ª, como consequência do feito óbvio de ser diferente de zero 
a derivada 4ª de qualquer quártica. Então a curvatura é menor que a dos pontos 
vizinhos. (Ou maior, se na vizinhança a curvatura for negativa, o qual sucederia 
se o coeficiente de x4 for negativo. O feito a salientar é que não cámbia de 
signo).  

Haverá um ponto tal, de abscissa q, quando aplicamos as circunstâncias 
do tipo anterior para v = w. Agora serám  Σ = v e δ = 0, pelo que unicamente 
deverá ser q≠v. 

As fórmulas dos coeficientes são similares às do 4º tipo. 

6º Tipo. Um extremo e um ponto curvo com derivada 2ª mínima  

Se m = k+i z e p = k-i z sendo k e z números racionais (z>0), então o 
discriminante da equação (IX), obtem-se desde (X): 

∆ = (k-q)2 - 3z         portanto, se   q ∈ (k-3z , k+3z ) 
os valores de v e w, serám complexos conjugados. Nesse caso haverá um 

extremo com abcissa q, enquanto no ponto de abcissa (2k+q)/3 que é a parte 
real de v e w, será nula a 3ª derivada e não nulas as derivadas 1ª, 2ª e 4ª pelo 
que a derivada 2ª terá um valor mínimo e distinto de zero: aqui ilude-se o cámbio 
de concavidade e portanto a inflexão da curva. É como se nesse ponto houvesse 
duas inflexões. 
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Porém, ambos os pontos se confundiriam se elegemos q = k: a geometria 

da curva cámbia essencialmente, pelo que devemos analisá-lo separadamente 
(7º tipo). 

As fórmulas dos coeficientes são: 
A = 3    B = -4(2k+q)    C = 6(k2+2kq+z) D = -12q(k2+z)      E = 

arbit. 

k, q, z números racionais que devem cumprir: k≠q, z>0 e q ∈ (k-
3z,k+3z) 

7º Tipo. Um extremo localmente curvo 

Se no contexto do tipo anterior cambiamos uma das restrições para que 
seja k=q, então haverá um único extremo no ponto de abcissa q, e a gráfica será 
aparentemente idêntica à do tipo 2, mas essencialmente distinta. Aqui a derivada 
segunda é distinta de zero, havendo portanto curvatura nesse lugar. 

A quártica correspondente a este caso tem um eixo de simetria porque 
pode escrever-se como produto de duas parábolas coaxiais com vértices 
diferentes: 

f(x) = A (x-k)2[(x-k)2+2z] + E   para A, E, k e z racionais, sendo z > 0 e 
A≠0 

(esta mesma expressão, com z<0, é uma quártica do tipo 1º com eixo 
de simetria, de muito formosa presença. Para os nossos fins seria 
necessário que o valor absoluto de z for o quadrado dum nº racional, pois 
os zeros da derivada 1ª seriam k, k z e  k- z: porém os zeros da derivada 
segunda seriam reais não racionais, mas exequíveis para o aluno). 

4. EXEMPLOS 

1º Tipo  m = -2  p = 2  v = 1 
(VI) e (VII) dão:  q = - ½  w = - 4/3   
tem-se   f(x) = 3 x4 + 2 x3 – 24 x2 – 24 x 
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min1(-2, -16)   máx(-1/2,95/16)    min2(2, -80)   inf1(-4/3, -160/27)   inf2(1, -
43) 

 

1º Tipo com simetria  f(x) = A (x-k)2[(x-k)2-2z] + E  
k = 1  z = 4  A = 1  E = 10 

f(x) = x4 - 4 x3 - 2 x2 + 12 x + 3 

min1( -1 , -6)      min2( 3 , -
6) 

max(1 , 10) 

inf1(1+(2/3) 3   , 10/9) 

inf2(1-(2/3) ) 3, 10/9) 

 
 

 

2º Tipo  m = p = q = v = w = -2 
 

e a função polinómica é:  f(x) = x4 + 8 x3 + 24 x2 + 32 x 
 

 
min(- 2 , - 16) 
 

3º Tipo  m = p = v = 2  q = -3 
então  w = - 4/3    
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e a função polinómica é:  f(x) = 3 x4 - 4 x3 - 48 x2 + 144 x 

 
 

min(- 3 , - 513)  inf1(- 4/3 , - 6976/27)  inf2(2 , 112) 
 

 

 

4º Tipo v = 1  w = 10  q = -4 
 

e a função polinómica é:  f(x) = x4 - 22 x3 + 60 x2 + 1792 x 
 

 
 

min(- 4 , - 4544)   inf1(1 , 1831)  inf2(10 , 
11920) 

 

5º Tipo v = w = 3  c = -3 
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e a função polinómica é:  f(x) = x4 - 12 x3 + 54 x2 + 756 x 
 

 
 
min (-3, - 1377)   ponto recto (3 , 2511) 
 

 

 

 

6º Tipo q = 2   m, p = -4 ± i 14 

a função polinómica é:  f(x) = 3 x4 + 24 x3 + 84 x2 - 720 x 

 
min (2, -864)           ponto curvo com derivada 2ª mínima (-2, 

1632) 
 

7º Tipo q = 3   m, p = 3 ± i 5 

a função polinómica é:  f(x) = 3 x4 - 36 x3 + 192 x2 - 504 x 
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min(3 , - 513) 

5. CONCLUSÃO 

Partindo de todo o anterior, é sumamente fácil elaborar um programa com 
uma ementa de 7 opções correspondentes a cada um dos tipos de gráficas 
resenhados, solicitando em cada um deles a introdução das abcissas de pontos 
especiais que deva eleger o utente e presentando em pantalha as restrições que 
limitam tal eleição. A execução do programa forneceria as coordenadas dos 
pontos de interesse restantes e mais os coeficientes do polinómio. Tenha-se em 
conta que se se introduzem valores inteiros, as coordenadas resultantes podem 
ser fracções, mas as fórmulas anteriormente dadas, fornecem coeficientes 
inteiros para o polinómio. 
Por último -e isto pode ser útil se quigermos criar uma programação alternativa 
na instrucão secundária -, creio que deve ter-se em conta que se pode introduzir 
a derivada dum polinómio sem quase não falar com antecipação dos límites, pois 
a taxa de variação média [f(b)-f(a)] / (b-a) é um polinómio em  h =  b - a, que 
tem como termo constante a taxa de variaçom pontual ou instantánea. Portanto 
a derivação devém uma operação algébrica mais. Também poderia neste tracto 
do ensino, programar-se a resolução de equações de até 4º grau mediante o 
desenho da gráfica e ulterior limitação das soluções usando calculadora e a 
rotina indicada no começo deste travalho. 
 




