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INTRODUCAO

O estudo loca das fungdes adoita-se abordar depois de ter estabelecido a
mecanica operativa da derivagdo de todo tipo de expressies, e nunca antes dum
penoso treinamento no que o auno deve lidar com objectos de variada
complexidade onde ndo fatam logaritmos, razdes trigonométricas directas e
inversas, raizes, exponenciais, produtos e quocientes.

Mas no momento de comegar 0 estudo das gréficas com guda do clculo
diferencial, é necessério descer a um tipo de funcBes mais exequivels para que a
dificuldade na blsca das sucessivas derivadas, ndo obscureca 0S Nnovos
objectivos que agora se perseguem.

Naturalmente a fungdo polinémica devém idonea: 0 duno mais torpe acha
logo todas as derivadas de qualquer ordem. Se a busca dos pontos de interesse
require a resolucdo de equactes agébricas de ndo mais que 2° grau, também a
ha completar com éxito. Se dguma delas for de 3° grau ou superior, sO poderia
ressolvé-la quando as raizes e os coeficientes forem nimeros racionais. E agui
radica a dificuldade para o professor, na geracdo de fungdes polindmicas cujos
maximos, minimos e pontos de inflex&o tenham coordenadas racionais.

Os polindmios quadrético e clbico ndo ocasionam este tipo de problema,
mas a sua representacdo gréfica deixa aginha de ser surpresa, e insistir neste
tipo de exercicios termina aborrecendo ao aluno: so existem um tipo de péarabola
e dois de cubica. Ademais a busca dos zeros racionais dum polindbmio mediante
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tenteio, € em si mesma uma pratica interessante que refresca conhezimentos
adquiridos anteriormente.

As quarticas cobrem jatodas estas necessidades didécticas, e apresentam
uma certa riqueza de formas, pois existem sete tipos essencialmente diferentes,
de modo que o resto deste travalho limitar-se-& a apresentar um método para
produzir polinbmios de 4° grau com pontos de interesse de coordenadas
racionais, podendo-se eleger a priori o tipo de grafica que o professor desgjar.

Quando se lhe demanda ao dumno que redize o estudo completo duma
funcdo, este deve desenhar a gréfica, para o qual devera conhezer grande copia
de pontos dela. Ent&o o professor lembrar-lhe-d4 0 uso do Teoremado Resto e a
Regra de Ruffini, para calcular os valores numeéricos dos polindmios. Também
seria utilissmo ensinar-lhe a utilizar a calculadora com este fim (nen sequer é
necessaria uma caculadora cientifica). Concretamente, para a funcéo
polindmica f(x) = anxn + ...+ alx + ao , o cdculo de f(b) efectua-se mediante
asequéncia

b Min X a, + an1 =
MR + 8o =
MR + s =

X MR + a0 =
e apantalhaluz o vaor buscado.

POLINOMIOSDE 4° GRAU. COORDENADAS REAIS

Um polindmio de 4° grau com coeficientes inteiras ou racionas:

f(x) = AX* + Bx® + Cx* + Dx + E pode-se escrever:
fx)=xX'+bC+ ol +dx +e e as derivadas 12 e 22 serdm:
f'(x) = 4% + 3bx? + 2cx + d = 4(x-m)(x-p)(x-) 0
7 (x) = 12x% + 6bx + 2¢ = 12(x-v)(X-W) (1)
derivando o0 2° membro de (1) e igualando-o ao de (11):
3(x-V)(xW) = (x-p)(x-0) + (x-)(x-m) + (x-M)(x-p) (1)

Esta identidade de polindmios de 2° grau, equivale a tantas equagdes como
resultem de iguaar os seus coeficientes:

-3(v+w) = -2(m+p+a) (V)
3vw = pq + gm + mp (V)
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Para obter a solucdo geral do sistema, devemos atribuir valores arbitrarios
a trés das cinco incognitas, resultando assm um sistema de duas egquagdes e
duas incognitas.

Queremos achar as solugdes racionais, para o qua este sistema deve ser
de equacles lineares. as incognitas ndo poderdm ser duas que na equagéo (V)
formem mondémio de 2° grau. Deverdm, entdo, ser raizes de derivadas
diferentes, por exemplo g e w.

Para o calculo, o caminho mais curto, &

19) Substituir enl11) x por v [ponho k = (m+p) / 2] :

(vm)(vp)
q =v +W (V1)

2°) Substituir en (I11) x por k:
w=k - M-PF (V11
12(vk)

A liverdade na escolha de m, p e v, fica unicamente restricta pela
condi¢do de que non se anule o denominador en (V1) - (VII) (portanto deve non
ser v = k), excepto no caso em que também se anulen os numeradores de ambas
asformulas, édizer, quandov=m=p (=k).

Quando isto ultimo acontece, ndo vaem as formulas (VI) nem (VII), por
carecerem de sentido, mas resulta facil regressar ao sistema (1V) - (V) e
substituir (agora uma das equactes € desnecessaria), resultando:

w=3 (v +29) q = abitrério v =m=p

~

(V1)
As férmulas anteriores dam lugar atrés tipos diferentes de quarticas.

1° Tipo. Trésextremos e dois pontos de inflexdo

Elegem-se tres valores racionais m, p, v cumprindo:
aamip b)vik c) Vvt kt(mp)/6[senom, seria: g=w=p (ou =m): tipo 39
entdo (V1) e (VII) fornecem g e w. Os coeficientes do polindmio, sdo:

A = 6(v-k) C = 36(v-k)vw

B = -12(v-k)(v+w) D = -24 mpq(v-k) E = arbit.

2° Tipo. Um extremo localmenterecto
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Se nas férmulas (V1) fazemosqg=v = m = p resultatambén g =w e
todos os pontos especiais reduzem-se a um Unico extremo. Os polindmios deste
tipo, tenhem aforma:

A(x-9)*+E (comaq, A e E arbitrarios)

3 Tipo. Um extremo e dois p. deinflexéo, um deles horizontal

E 0 que acontece quando q é diferente de v ( = m = p ) nas formulas
(VI11I). Os coeficientes venhem dados pelas formulas:

A=3 B=-42ptq C=6p(pt2g D=-12p2q E=ahit.
(q e p arbitrérios, mas diferentes)

3. POLINOMIOS DE 4° GRAU. COORDENADAS COMPLEXAS

Os tipos anteriores sd0 todos 0s que podem apresentar-se com raizes
exclusivamente reais para as derivadas 12 e 22, que, naturamente, ndo esgotam
todos os casos possiveis. Ndo se trata de que o aluno considere pontos com
coordenadas complexas: para ele smplesmente ndo havera extremos ou pontos
de inflex&o quando o discriminante da sua equagao resultar negativo.

Quando as raizes da derivada 12 sdo todas reais, também o serdm as da
derivada 22 pois o sistema (1V) - (V), param, p e g nimeros reais dados, da
lugar a equagdo quadrética, cujas solugdes sdo v e w:

V- Z(mepra) v+ < (parammp)=0 1%)
com discriminante:

(m+p+a)? -3(par+gm+mp)= -;[(nrHO)2 + (P’ + (dm’F0  (X)

Se m e p fossem complexos conjugados, g teria que ser necessariamente
real, mas agora o discriminante anterior poderia ser negativo, positivo ou nulo, o
qual fornece, em principio, trés novos tipos diferentes. Anadisaremos primeiro o
caso em que v e w sgjam reais e diferentes.

4° Tipo. Um extremo e dois p. de inflex&o obliquos

Para este caso consideraremos v, w € g como nimeros reais dados e os
valores complexos m e p, como incognitas. Para que resultem verdadeiramente
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complexos, teremos que limitar-nos a valores de g ndo compreendidos entre S -
deS+d, sendo
S = (v+tw)/2 d = YA-w¥
pois o sistema (V) - (V), parav, w e g nimeros reais dados, conduz a
seguinte equacao quadrética em X, cujas solugbes s8o m e p:
X%+ (of-35q + 3vw) =0 cujo discriminanteé D= d? - (¢+S)?
Os coeficientes do polindbmio viram dados pelas formulas:
A=1 B=-2(vtw) C=6vw D=-4-3Bq’-2Cq E = arhit.
(v, g, w nmeros racionais que devem cumprir: vt weq[S-d,S+

d])
5° Tipo. Um extremo € um ponto recto com curvatura minima

Chamarei ponto recto aguele onde a curva é locamente recta do qual
resulta que a derivada 22 é nula. (A curvatura vale y''/ [1 + (y')]¥). Sea
derivada 32 também é nula nesse ponto, valera zero a derivada da curvatura mas
ndo a sua derivada 22 como consequéncia do feito dbvio de ser diferente de zero
a derivada 42 de qualquer quértica. Ent&o a curvatura € menor que a dos pontos
vizinhos. (Ou maior, se na vizinhanga a curvatura for negativa, o qual sucederia
se o coeficiente de X for negativo. O feito a sdlientar é que ndo cambia de
Sgno).

Haver4 um ponto tal, de abscissa g, quando aplicamos as circunstancias
do tipo anterior parav = w. Agoraseram S =v e d = 0, pelo que unicamente
deveraser gt v.

As férmulas dos coeficientes so similares as do 4° tipo.

6° Tipo. Um extremo e um ponto curvo com derivada 22 minima

Sem = k+ifze p= k-i+z sendo k e z niimeros racionais (z>0), entdo o
discriminante da equacéo (1X), obtem-se desde (X):

D= (k-0)%- 3z portanto, se ql (k-3z, k+3z)

os vaores de v e w, seram complexos conjugados. Nesse caso havera um
extremo com abcissa g, enquanto no ponto de abcissa (2k+q)/3 que é a parte
real de v e w, serd nula a 3* derivada e ndo nulas as derivadas 12, 2% e 42 pelo
que a derivada 22 terd um valor minimo e distinto de zero: agui ilude-se o cambio
de concavidade e portanto ainflex&o da curva. E como se nesse ponto houvesse
duas inflexdes.
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Porém, ambos os pontos se confundiriam se elegemos q = k: a geometria
da curva cambia essenciamente, pelo que devemos analisa-lo separadamente
(7° tipo).

As férmulas dos coeficientes sao:

A=3 B=-42k+q) C=6(C+2ka+z) D =-12q(k*+2) E =
arbit.

k, 0, z nimeros racionais que devem cumprir: kg, z20eq 1 (k-
3z,k+32)

7° Tipo. Um extremo localmente curvo

Se no contexto do tipo anterior cambiamos uma das restrigbes para que
sgja k=g, entdo havera um Unico extremo no ponto de abcissa g, e a grafica sera
aparentemente idéntica a do tipo 2, mas essencid mente distinta. Aqui a derivada
segunda é distinta de zero, havendo portanto curvatura nesse lugar.

A quértica correspondente a este caso tem um eixo de sSimetria porque
pode escrever-se como produto de duas pardbolas coaxiais com vértices
diferentes:

f(x) = A (x-K)(x-K)*+2z] + E para A, E, k e zracionais, sendoz> 0 e
A0

(esta mesma expressao, com z<0, é uma quartica do tipo 1° com eixo
de simetria, de muito formosa presenca. Para os nossos fins seria
necessario que o valor absoluto de z for o quadrado dum n° racional, pois
0s zeros da derivada 12 seriam Kk, k\[ ze k- \[2: porém os zeros da derivada
segunda seriam reais ndo racionais, mas exequiveis para o aluno).

4. EXEMPLOS
1°Tipo m=-2 p=2 v=1
(V1) e (V) dao: gq=-% w=-4/3
tem-se Lf(x)=3x +2x3— 242 — 24 ]
N 2

N~
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miny(-2, -16) max(-1/2,95/16) miny(2, -80) infy(-4/3, -160/27) infy(1, -
43)

1° Tipo com simetria f(x) = A (x-K)[(x-K)%-22] + E
k=1 z=4 A=1 E=10

[ f(x)=x"-4x"-2x +12x + 3]

miny( -1, -6) miny( 3, -

6)
max(1, 10)
RN inf(1+(2/3) /% , 10/9)

N S info(1-(2/3) )%, 10/9)
2°Tipo m=p=q=v=w=-2
e afungdo polindmica é | f(})=x"+8x+24x"+32x |
min(- 2, - 16)
3°Tipo m=p=v=2 q=-3

entao w=-4/3
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e afuncdo polindmica é X)=3X - - X

N

min(- 3, - 513) infy(- 4/3 , - 6976/27) infy(2, 112)

4°Tipo v=1 w=10 q=-4

e afuncfo polindmica & [f(x)=X"-22X°+ 60X + 1792 X |

min(- 4 , - 4544) infy (1, 1831) infy(10,
11920)

5°Tipo v=w=3 c=-3
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e afuncdo polindmica é |’ﬂ_)_4—£273‘-|-‘$17?_-l-‘756_|x =X - X

e —
min (-3, - 1377) ponto recto (3, 2511)
6°Tipo q=2 mp=-4zi 1<
afungdo polindémica é& f(x)=3xX'+24X + 84X - 720X

min (2, -864) ponto curvo com derivada 22 minima (-2,
1632)

7°Tipo q=3 m,p:3ii1[E
afuncdo polindémica é f(x) =3x"-36 X+ 192 X" - 504 X
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min(3, - 513)

5. CONCLUSAO

Partindo de todo o anterior, € sumamente fécil elaborar um programa com

uma ementa de 7 opgdes correspondentes a cada um dos ipos de gréficas
resenhados, solicitando em cada um deles a introducéo das abcissas de pontos
especiais que deva eleger o utente e presentando em pantalha as restrigdes que
limitam tal eleicdo. A execucdo do programa forneceria as coordenadas dos
pontos de interesse restantes e mais os coeficientes do polindbmio. Tenha-se em
conta que se se introduzem vaores inteiros, as coordenadas resultantes podem
ser fracgbes, mas as formulas anteriormente dadas, fornecem coeficientes
inteiros para o polindmio.
Por Ultimo -e isto pode ser Util se quigermos criar uma programagao aternativa
na instrucdo secundaria-, creio que deve ter-se em conta que se pode introduzir
a derivada dum polindmio sem quase ndo falar com antecipacdo dos limites, pois
ataxade variacdo média[f(b)-f(a)] / (b-a) €um polindmioem h = b - a que
tem como termo constante a taxa de variagom pontual ou instantanea. Portanto
a derivacdo devém uma operacdo algébrica mais. Também poderia neste tracto
do ensino, programar-se a resolucdo de equactes a até 4° grau mediante o
desenho da gréfica e ulterior limitacdo das solugbes usando caculadora e a
rotina indicada no comego deste traval ho.





