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RESUMO

O resultado numérico de um experimento cientifico apresenta-se na forma
v + E parapbr de manifesto que 7 ndo € um valor inteiramente certo, €uma
estimativado que seriaamedicdo exacta, masinacessivel, que seestdaprocurar.
No presentetraba ho d&se umainterpretacdo do significado das duas quantidedes
v e aluzdainferénciaedtatistica, e quaisasformulas que no-losfornecem

1.INTRODUCAO

Os professores de Fisica, Quimica, Biologia ou Geologia devem transmitir
aos alunos o conceito de incerteza em relacdo aos resultados das medicBes das
grandezas objecto de cada ciéncia.

O habitual éescrever 7 + E sendo 7 o chamado «melhor valor» damedida
procurada, e g 0 chamado, talvez impropriamente, «erro absoluto».

O modo correcto de calcular ambos, e o significado exacto de cada um
deles, tratam-se dentro da Inferéncia Estatistica, que € uma parte da Matemética,
cujos professores, ai! ndo precisam transmitir aos seus alunos porque na sua aula
0S numeros sdo todos exactos...(?).
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Para aqueles, acaso, vai ser de dificil leitura este trabalho; para estes, de
pouco interesse. Para que ndo sgjatotalmente indtil, indicarel agora os resultados
finais amodo de receitas praticas.

1°) Fiz v vezesamedicdo de umagrandeza, e osresultadosforam: x, ,

Xy, -, Xy €Ntdo 0 melhor valor sera j, _ =1, e 0 erro absoluto:

ZNI’()CZ. - V)2

N-(N-1)

E deveapresentar-se com um unico algarismo significativo, parao qual
deve arredondar-se o resultado do cél culo anterior sempre paracima. 7 néo
teraalgarismos menos significativos que o do erro, entdo também teraque ser

arredondado (paracimaou parabaixo, segundo correspondausando asregras
do arredondamento).

Exemplo: x, =74 x,=7,5 x;,=78 =V =7,5666...

E =0,120185 entéo gpresentaremosfinamente: 7,6 +0,2

N equi pas de investigadores mediram, com independéncia os uns dos outros,
determinada grandeza, e os respectivos resultados, junto com os correspondentes

‘ 2

V=5

erros, foram: x, £ E, x,tE, .. xy £ E,.Omelhor valor ser& ii
E}

i=1

I

e 0 erro absoluto:

Exemlo: 7,4+0,5, 7,5+0,4, 7,8+0,6 = V =7,53326...
E =0,27705... entéo gpresentaremosfinalmente: 7,5+ 0,3
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ADVERTENCIA: Este tltimo resultado ndo significa que o verdadeiro e
desconhecido valor exacto 7 que estamosaprocurar devacumprir 7,2 <V < 7,8 ;

logo veremos quetal afirmagao € provavel (com probabilidade % ), masnao segura.
Uma prética habitual de laboratério de Fisica, € medir a aceleracdo da gravidade
2=98 m-s~ utilizando um péndulo ou um plano inclinado e um objecto que

deslizapor ele. Seum aluno obtém g =9,1+0,6 m-s, ndo devemos reprové
lo!

L ogo veremos que atotal seguranca so ateremostriplicando asemi-largura
do intervalo de incerteza (e ainda seria com apenas uma probabilidade de 99,7%).

2. NUMEROSAPROXIMADOS

Quando escrevemos 7 =314 /2 =1,41 e=272 estamosa

utilizar val ores aproximados resultado de um arredondamento. Se fGssemos
rigorososdeveriamosescrever

3,135<m <3,145 1,405<\/5<1,415 2,715<e< 2,725

pois 1° o valor exacto esta no intervalo e 29 qual quer dos valores do
intervalo (chamado de incerteza) darialugar, por arredondamento, ao valor
aproximado.

O modo habitual de escrever é:

7 =3,140%0,005 V2 =1,410+0,005 e=2,720£0,005
e, ainda que impropriamente, chamamos erro absoluto a metade do
comprimento do intervalo deincerteza, 0,005 nostrésexemplos. (Emreadlidadeo

erro absoluto é a diferenca entre o desconhecido valor verdadeiro e o valor
central dointerval o deincerteza, masestadefini¢do ndo é til).

3. DISTRIBUICAO UNIFORME DE PROBABILIDADE

Se medimos uma grandeza fisica com um instrumento de medida ad hoc,
obteremos um resultado necessariamente impreci so por ndo ser nuncainfinitamente

pequeno o parametro § ou distanciaentre duas divisdes consecutivas no visor do
ingrumento (§ chama-se sengbilidade do gparato). Por exemplo, com umarégua
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escolar ndo podemos obter exactamente um comprimento de
[=0,007341 m, poisasensibilidadedo utensilioutilizado € 0,001 m pelo

que apenas € possivel informar que 0,006 m</<0,008 m oOu
[=0,007£0,001 m porqueanossaunicasegurancaé queo comprimento a
medir acabapertodadivisdo 7 mm darégua.

Podemos afirmar com seguranca que o valor exacto desconhecido estd no
interval o deincertezadado e com idéntica probabilidade em qual quer dos pontos do
seu interior. O mesmo paraestamedi¢do que para os trés nimeras aproximados do
segundo paragrafo.

Todos os casos anteriores encaixam no seguinte esquema: Seja 0 numero
aproximado x = ()+1. Pode considerar-se como um valor desconhecido ode

b

considerar-se como um valor desconhecido x com uma probabilidade _[ f(t)-dt

a

1/2 se —-l<x<l

.pn t —
deverificar 4 < x < b, sendo /() {0 o resto

Esta distribuicéo de probabilidade (chamada uniforme) tem valor médio e

+1 +1
desvio padrao: 4 = jt-f(t)'dt=0 N =\/jt2 f(0)-dt—pu® = J1/3 = 0,577
1 —1

, respectivamente (como é tradicional, consideraremos o desvio padrédo como um
indicador da dispersdo dos diferentes hipotéticos resultados de infinitas medi¢oes
repetidas).

Ao tratar de esse modo o resultado da medi¢do do comprimentode 7 mm

com uma régua escolar estou-me limitando ao caso em que § é relativamente
grande em relagdo com o comprimento a medir. Ainda entenderiamos melhor esta
ideiasearegraescolar tivesse apagadas as divisdes dos milimetrosficando visiveis
apenas as dos centimetros. Nesse caso o resultado seria 0 ecm</<1 cm ea

distribuicdo de probabilidade para | seriauniforme com absolutaseguranca, porque
ninguém pode duvidar que o resultado procurado estanointerval o, mas ndo sabemos
onde.

Masascoisasndo serdo assimquando § for muito menor que 0 comprimento
a medir. Por exemplo, se medimos o comprimento de uma parede de um quarto
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com uma cinta métrica de 20 m, e obtemos com uma s6 medicdo o resultado
de [ =12,207 m e decidimos que os possivels resultados ao repetir infinitas
vezes a medicdo de ] distribuem-se equi-provavelmente no intervalo

12,206 m<1[<12,208 m, estariamos ignorando fontes de erro muito

importantes. Estas ndo se reduzem a capacidade ocular do experimentador para
dar conta de onde exactamente se situa o extremo do comprimento a medir. Aqui
serdo causade diferentes resultados amaior ou menor minuciosidade da col ocacéo
do extremo inicia da cinta medidora, a sua mais ou menos perfeita aderéncia a
parede, o controle da absoluta rectitude do muro, as possiveis torceduras dacinta,
o total paralelismo dafita a respeito do chéo (a cinta dispbe-se alta para evitar a
mobilia) etc. Com sb repetir uma vez a medicdo, veremos que erailusorio pensar
em um milimetro como semi-comprimento do interval o deincerteza.

Por estas ou por outras causasimpossivei s de controlar, o feito que se constata
diariamente noslaboratdrios cientificos, € que ao reiterar umamedicao, aindatendo
0 maximo cuidado, obtém-se valores que se afastam uns dos outros em vérias

VEZES 0 parametro § .

4.DISTRIBUICAO NORMAL DE PROBABILIDADE

Para um aparelho de medida que tenha um nuimero elevado de fontes
potenciais de erro, razoavelmente independentes e sem gque nenhuma delas sgja
dominante em termos da amplitude do erro introduzido, € de esperar que o erro
global tenhaumadistribuicdo aproximadamente normal (consequénciado teorema
do limitecentral [4]). | sto € 0 que acontece nageneralidade das medi¢les cientificas
(em auséncia de erros sisteméticos, ou enviesamentos devidos ao instrumento de
medidaou aactividade do manipulador).

De este modo, podemos postular que o resultado de qualquer medicdo, é
umavariavel aeatérianormal N (;1,0) cuja funcdo de probabilidade (funcdo de
Gauss), como é sabido, &

1 1(x—uY
flx)= -expl ——
) o~N2r 2\ o
E o gréfico correspondente éumacurvasimetricarespeito avertical

x = U ondetomao valor maximo, concava (derivadasegundapositiva) no

intervalo 4 — o < x < 4 + 0 equeseaproximaass mptoticamente ao eixo de
abcissas.
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Em realidade isto é uma idealizacéo pois por muitas repeti¢bes que
facamos do acto de medir, nunca obteremos uma distribuicdo continua de
probabilidade, sendo um histograma das frequéncias correspondentes a cada

um dos intervalos de largura § em que podemos imaginar dividida a recta

real. Isto é assim porque ndo podemos distinguir ocularmente duos resultados

gue, sendo diferentes, contenham o mesmo ndmero inteiro de vezes § .
Porém, se realizamos um elevado nimero de repeticbes (N ) para um

valor grande em relacdo com a sensibilidade § (para evitar situacBes como a

da regra escolar com as divisdes dos milimetros apagadas), obteremos um
histograma muito bem gjustado a curva de Gauss, e de estes dados serd possivel

estimar os valoresde 4 e o . Sgjam os resultados obtidos x,, x,, X3, ..., X

Ambos poderiam serem estimados, se N € grande, pela média da amostra

N

'xi
% = =L quepodemos considerar um estimador de U , € pelo desvio padrao da
N
N _
Slof o
amostra ¢ _ 4/ =l queservirdparaestimar o (estes sf0 os estimadores

N -1
melhores de ambos parémetros [2] )

Qual é o significado de ambos parametros? Vimos que a funcéo de
probabilidade tinha um méaximo em x = [t , é dizer, medindo cuidadosamente, é
mais provavel obter oresultado U que qualquer outro. Ademais um resultado sera
tanto maisimprovéavel quanto maisafastado estejade (L . Ent&o é16gico pensar em
U como o verdadeiro valor ou o valor exacto que estamos a procurar. (Como
desde o ponto de vistadaFisicaQuéantica, tal conceito ndo existe, podemos adoptar
0 pardmetro t como uma definicdo do verdadeiro valor). O outro parametro
o (desvio padrdo dapopulacdo) vai significar asemi-largurado intervalo deincerteza,
o qual deveraentender-se, como logo veremos, de modo radicalmente diferente do
seu andlogo no paragrafo 2.

Como as probabilidades correspondentes adistribui¢do normal, é dizer:

b
Pla <x<b)=Jf(x)-dx

a
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Estdo tabeladas, ndo € dificil comprovar que:
Plu-oc<x<pu+o)=Px-o<u<x+c0)=0,6827=2/3
De modo que para qualquer dos resultados da medi¢do x; , o intervalo

x,*o (ou x;,£S§) contém o verdadeiro valor com uma probabilidade de

aproximadamente 24

E porgue néo construir um intervalo de incerteza que contenha
todos os possiveis resultados? Tal acontecia quando a distribuicéo de
probabilidade era uniforme, mas no caso da normal, qualquer resultado €, em
principio, possivel. Naturalmente ninguém cré isto, pois se um comprimento

€ [ =252 mm nunca mediremos / =900 mm . A causa de esta situacéo

paradoxa deve buscar-se na idealizac8o feita ao substituir uma distribuicéo
de frequéncias discreta por uma distribuigdo continua de probabilidade. Po-
demos, no entanto, indicar um intervalo que cobre as nossas expectativas
bastante bem:

P(x-3-0c<pu<x+3-0)=09973
Entdo a efeitos praticos, o valor verdadeiro estd com total seguranca no
intervalo x, £3-§ deigual modo que escreviamos no paragrafo 1

7 =3,140£ 0,005 V2 =1,41040,005 e=2,720£ 0,005

Porém, a apresentacdo do resultado da medicéo faz-se utilizando como
intervalo de incerteza o que tem de centro qualquer dos resultados obtidos e de
semi-largura o desvio padréo, entendendo-se tacitamente que tal intervalo contém
o valor verdadeiro com uma probabilidade de aproximadamente 2/3. Por exempl o,

chamando x, ao primeiro resultado, o valor final seria x, = § . Mas, com igual
direito: x, £S5 ou x; £§, etc.

Em resumo, temos feitas y medic¢des e a cada uma delas lhe foi assinado

um intervalo de incerteza, mas, ndo poderiamos melhorar esses N resultados
aproveitando a repeticéo do processo?

5.A BUSCA DA PRECISAO REPETINDO MEDIDAS

Ao imaginar as infinitas possiveis amostras de dimensdao N , as
correspondentes médias amostrai s estariam di stribuidas segundo outra distribui¢éo
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normal, com a mesma média que a da populacéo das medidas possiveis (U ),
e com desvio padrdo notavelmente inferior (g /+/N )- E 0 que se chama
distribuicdo por amostragem [3].

Porque dar como valor central do intervalo uma das § medicdes?
L ogicamente serd melhor, ja que fizemos N medicdes, apresentar como centro o
que se utilizou paraestimar o verdadeiro valor, édizer,

Mas este valor médio tem umadi sperso diferente que seraaque colocaremos
como semi-largurado interval o deincerteza, ficando como definitiva a expressao:

X+
JN

Em termos probabilisticos teriamos as seguintesinterpretacdes:

— G —
Plx——<pu<x+

NG

o

N

): 0,6827 = 2/3

P }—2-i<u<}+2-i):0,9545

N N

P x—3.i<u<}+3-i)=0,9973

N N

XM y
[Certamente, a distribuigdo de N (0,1), no entanto a variavel

x—pt o |
S / \/ﬁ tem uma distribuicdo ligeiramente diferente, chamada ¢ de Student,

cujos valores estdo também tabelados, mas é preciso conhecer ) ; por exemplo,

para N =10, as anteriores probabilidades seriam 0,66 0,93 0,99

Isto € mais exacto, mais geralmente ndo podemos aplica-lo, pois ignoramos o
n° de medicdes feitas quando se nos apresenta o resultado com o seu erro. Em
gualquer caso a diferenca ndo € importante e, ademais, diminui ao aumentar

N . Para N >3( é desprezivel]
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A vantagem de utilizar o desvio padrdo € que se conhece
perfeitamente 0 modo como os de diferentes variaveis se transmitem ao ope-

rar com elas: Com efeito, se z= f(x, ), sendo os argumentos da funcéo

varidveis independentes entre si, 0 desvio padrdo de z pode calcular-se por
médio da férmula [5]:

2 2

Se alguma das variaveis tem uma distribuicdo de probabilidade
uniforme como os do parégrafo 3, entdo utiliza-se como desvio padréo a semi-

largura do seu intervalo de incerteza multiplicada pelo factor /1/3 = 0,577

Por exemplo, se procuramos a area de um circulo 4= .52 €
depois de repetir véarias vezes a medicdo do radio obtemos

r=2,127+0,006 m, devemos utilizar o valor de & com trés cifras decimais
exactas. 7 =3,1420%0,0005

A=3,142-2127> =14,2148 m’

o, =+/2,127>-(0,005-0,577) +(2-3,142-2,127)* -0,006> = 0,0804

Deve ter-se em conta que o desvio padrdo é consequéncia de
uma estimacdo pelo que ndo tem demasiado sentido indica-lo com excessiva
precisdo: um algarismo significativo sera suficiente. Por prudéncia, é
recomendavel fazer para cima o arredondamento do erro. Logicamente devera
arredondar-se o valor central do intervalo de incerteza para que o seu digito
de menor significancia tenha a mesma que o do desvio padrdo. Entéo
deveriamos exprimir o resultado assim:

A=1421%£0,09 m®

6. PRECISAO E APROXIMACAO

Devemos distinguir entre precisdo e aproximagéo (accuracy) [1]. Po-
demos medir com muita precisdo um comprimento com um calibrador que

tem uma alta sensibilidade (6 = 0,05 mm ), mas a aproximagéo sera escassa
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se 0 instrumento esta dilatado o 10% por causa da alta temperatura dentro do
|aboratoério. Teriamos um erro sistematico, € dizer, um enviesamento. Este
tipo de erros sdo inevitaveis e apenas podemos aspirar a minimiza-los.

A medida da precisdo de um resultado experimental numérico, suposta
a ideal minimizagdo dos enviesamentos —conformar-nos-emos com ter a
confianga de que o erro de enviesamento seja por volta de 10" vezes § -,
indica-se por médio do desvio padrdo, € dizer, pela dispersdo das diferentes
medic¢des repetidas que pudéssemos fazer na procura do mesmo valor. Ja
Vimos que quantas mais vezes repitamos 0 acto de medir uma mesma grande-
Za, maior sera a precisdo lograda. Porém esta ambicdo tem um limite, pois ndo
devemos permitir que o intervalo de incerteza chegue a ser menor que o
inevitavel enviesamento do instrumento de medida. (Estariamos ganhando
precisdo, mas teriamos comegado a perder aproximagéo).

Por exemplo, uma regra escolar, por muito bem fabricada que esteja,
sempre terd algum desvio com respeito ap metro padrdo de platina-iridio con-
servado em Paris. Seja 0 0,1%. Entdo poderiamos confiar em um resultado

como [ =25,3+0,2 mm endo noutro como [ =2531+0,01 mm, poiso
erro sistemético é superior a 0,02 mm

Qual é pois 0 maximo numero de repeticbes recomendado para
maximizar a precisdo sem esbanjar 0 nosso tempo em medic¢des indteis? Se

S
com N repeticdes conseguimos um desvio padrédo amostral 3'W =06

teremos praticamente um 100% de probabilidades de que o valor verdadeiro
coincida (dentro da sensibilidade limitada do instrumento de medida) com o
dado por nés como aproximagdo melhor.

7. CONCLUSAO

Se repetimos N vezes uma medicéo e obtemos x, , x,, X;,

. ,Xx, devemos calcular X , € de este modo po-

demos indicar as incertezas de cada um dos anteriores valores: x, =5, x, S,

xES, .., xS
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Porém, melhor que cada um deles, é apresentar como resultado
definitivo:

S
JN
Um caso ligeiramente distinto é aquele em que as diferentes

medicOes foram efectuadas por equipas de investigadores independentes, fru-
to cada uma delas de processos mais ou menos sofisticados, aportando-se em

cada caso o erro correspondente: x, £S5, x, +S,, x; 85, ..., xy, £S),
Supostas as x; variaveis aeatorias normais, independentes entre

si, a fungdo de probabilidade da sequéncia (x,, x,, ... ,X,) Sera o produto
das probabilidades de cada um dos valores:

w1 3
R 5]

Usando o método de méxima verosimilhanga, devemos maximizar
essa probabilidade, o qual faremos igualando a zero a derivada a respeito da
varidvel 1, do exponente ( que devera ser minimo), obtemos:

H= i( 1 ] que sera o melhor valor da medicéo buscada, e usando a

E= !

N
formuladas derivadas parciai s, obteremos o correspondente erro: 2{12 ]
\/ e~ G-
i=1 i
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