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Un péndulo simple pode considerarse como unha masa puntual que, unida a un punto fixo me-

diante un fio de masa despreciable, desprdzase seguindo unha traxectoria circular.

Sexa, por tanto, un punto material que no punto A da figura poste unha velocidade v cun despra-
zamento angular ¢ respecto da vertical. A sda enerxia cinética neste punto permitiralle alcanzar

un punto B (v, = 0) cun desprazamento angular mdximo ¢, .

A aplicacién do principio de conservacion da enerxia permitenos establecer:

Ep,A + EC,A = Ep,B + EC.B :E X

p.B

mgmémvz — mg DF

Tendo en conta que: EF =1- lcos DF =1-1cos O
obtense %mv2 = mg(DF—EF] =mgl(cosp—cos ¢y, )
é dicir: v?=2gl (cosq - cos, ) (€))]

. . d
Ao tratarse dun movemento circular cimprese: v=ol= s

dt
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d 2

co cal, v = 12(—([)) @)
dt

igualando (1) ¢ (2) 12((;3] ~ 261(c059—cO5Pp)

2
do )" _28 so-
( " ) =3 (cos@—cos®y,)

Facendo a transformacion, cos ¢ =1 - 2sen

29 , resulta:
2

do)? 2 4
(q)j — 28 2sen? P 14 2sen2 Pm |82 Pm 02 P
dt 1 2 2 1 2 2

do = 2\/g sen? dm _gen2 P
dt 1 2 2

Ecuacion diferencial da que se deduce

P
a?
t
Jodtzt:I;p\F 2
g 1}senz(p—m—sen29
2 2

Ante este resultado pédense considerar dous casos:

a) Oscilaciéns de pequena amplitude: Sendo as oscilaciones pequenas, pddese establecer a
aproximacion:
sendz=®
2

sen dm ~ Pm.

2 2

Asi, o tempo que emplea o péndulo en pasar da posicion mdis baixa 4 de maxima amplitude -é
dicir, en realizar un cuarto de oscilaciéon completa- é:

|l

Pm
o 2\g

I a I d I
Pm 2 Pm (0] (0]
t= *J‘ —_—== fJ. —_= {arcsen}
0 0
g0 o’ o V8V Jo,t-¢® V8 Pm
4 4
1
T=4t=2xn_|—
g

que € a férmula tipica das oscilaciéns dun péndulo simple.

co cal o periodo das oscilacions serd
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b) Oscilacidns amplias: neste caso, a aproximacion feita ao principio do caso anterior, implicaria
un erro tanto mas notable cuanto maiores fosen as amplitudes.

Facendo C= sen(pTm e seng = Csen0 , tense
cosgdg =Ccos0d0
2 2

4@ _ 080 4o
2
COS—
2

Ccos6 cos 0

| 2 - ij
g \/senz(me—senzq)Tm &7 cos T \/W Wm

_\FJ' cos6 40— \fj'
g \/lfczsenz(%\/lfsen V1-— 2sen’

Como esta integral non tén solucién analitica, e para encontrar o resultado tan aproximado como
se desexe, non queda mds remedio que efectuar o desarrollo en serie do integrando. Tendo en
conta que:

1 1 3 5 3

=1+ —X+=-Xp+—X" +..
I-x 2 8 16

e facendo x = C?sen?0,

1 C2%sen?0 3C%en*® 5C%sen®0
=1+ + + +

V1-C2sen?0 2 8 16

Para resolver a integral necesitamos os limites de integracién da variable 6. Evidentemente, o
valor minimo € 0, ao selo a minima amplitude ¢. En canto ao médximo, basta considerar que en
cualquera instante ha%e cumplir que @ S @, €que S @, ten tedricamente o maximo valor de
st rad, de onde 0 m = —- En consecuencia, podese escribir

2

T T 2.2 4. 4
:\sz do :\sz[l+c sen 6+3C sen e+...]d9
870 J1-C%sen?0 g0 2 8
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Resolvendo para cada un dos sumandos e tendo en conta que:

1—cos2x z
senzx:i, e J-2d6:E
2 0 2

2 2 2 2
J‘2C sen’ de J‘2C 1- cos26de C 6_C75 120 _Q, Els ng(pim
0 2 2 4 8 0 4 2 24 2

T4 4 Toand o 4
J-23Csen6de:J‘23C(100529j do = IZ3C (1—2cos2(9+cos2 26){16:
0 8 8

2
TC
4 T 4 T 4 4 4
:3C [6—sen29]§+3c J~21+cos49de:3C E+3C 9+sen49 _9C
2 322 3212 2 64 2
SOy Om
642 2

Desta forma, o tempo que se busca €:

y 1T+7515e:r12q)—m+iﬁsen4(p—m+...
g\2 24 2 64 2 2

e o periodo das oscilacidns,

T=4t=2n 1 1+lsen2(p—m+isen4q)—m+...
a4 2 64 2



